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Получены частные решения системы уравнений движения гиростата, носитель которого движется вокруг неподвижного полюса в однородном поле силы тяжести, действующем в псевдоевклидовом пространстве и на плоскости Лобачевского.
Введение 

Рассматривается задача о движении гиростата с постоянным гиростатическим моментом в псевдоевклидовом пространстве 
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  c метрическим тензором gij, отнесенным к пространству конфигураций, компоненты которого g11 = g22 = −1, g33 = 1 параллельном гравитационном поле так, что его носитель вращается вокруг неподвижного полюса О. При этом предполагается, что все точки гиростата расположены внутри изотропного конуса  пространства 
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, а неподвижный полюс – в вершине этого конуса. Тогда радиусы-векторы точек гиростата являются собственными векторами, для которых rs2 = gij ris rjs > 0. Определения основных динамических величин для неевклидовых пространств даны в работе [1]. 

Известно, что задача о движении твердого тела вокруг неподвижного полюса в пространстве 
[image: image3.wmf],
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 в силу существующего изоморфизма, эквивалентна задаче о движении материальной фигуры на плоскости Лобачевского (гиперболической плоскости) 
[image: image4.wmf]P

 кривизны ρ−2, где ρ – радиус кривизны этой плоскости. Все точки такой фигуры расположены на сфере действительного радиуса ρ. Согласно геометрической интерпретации, основанной на проективной модели Э.Бельтрами–Ф.Клейна, плоскость 
[image: image5.wmf]P

 в этом случае представляется внутренними точками абсолюта гиперболической плоскости с уравнением (x∙x) = − (x1)2 − (x2)2 + (x3)2  = 0. 

Как в пространстве 
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, так и на плоскости 
[image: image7.wmf]P

 силовые поля могут быть трех характерных типов. Пусть s − направляющий орт однородного параллельного гравитационного поля. Тогда собственному, идеальному, и несобственному силовым полям плоскости 
[image: image8.wmf]P

 отвечают значения 
[image: image9.wmf]2
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 = (1, −1, 0), соответственно [2]. На проективной модели Э.Бельтрами–Ф.Клейна эти силовые поля могут быть представлены пучками первого, второго и третьего рода. 

1. Основная динамическая система

Введем правый координатный ортобазис Оx1x2x3, неизменно связанный с носителем, оси которого совмещены с главными осями тензора инерции гиростата для полюса О. 
Обозначим: Aj  – диагональные элементы матрицы тензора инерции гиростата; k (kj) − постоянный гиростатический момент; 
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 – угловая скорость носителя; 
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 – радиус-век- тор центра масс гиростата; 
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 – направляющий орт силового поля; P – вес гиростата. Здесь всюду j = 1, 2, 3; две оси Оxj (главные оси инерции гиростата) являются идеальными и одна – собственной [2]. 
Движение гиростата, при котором его носитель движется вокруг неподвижного полюса в пространстве 
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, определяется эволюционной динамической системой [3, 4] 
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где
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Система уравнений (1) имеет первые алгебраические интегралы [4] 
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существующие при любых начальных условиях. Здесь < … > − символ суммирования указанных величин по индексу j; h, H − постоянные интегрирования; ℓ = 1, −1, 0 в случаях, при которых орт s − собственный, идеальный и изотропный, соответственно. 
Система уравнений (1), (2) и ее первые интегралы (3) являются аналогами уравнений Л.Эйлера–Н.Жуковского и их интегралов для тяжелого гиростата в евклидовом пространстве R3.
2. Параметры ориентации. Основные соотношения

Ориентация носителя гиростата относительно инерциального координатного ортогонального базиса определяется величинами 
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 где ρ − радиус кривизны соответственной плоскости Лобачевского. Таким образом, параметры ориентации 
[image: image20.wmf]j

l

J

,

,

 для пространства 
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 являются аналогами собственно углов Эйлера 
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 определенных в евклидовом пространстве R3. 

Рассмотрим основные соотношения, связанные с параметрами ориентации. Пусть 
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 − абсолютная угловая скорость носителя гиростата, s − направляющий орт однородного поля силы тяжести. Тогда в силу соотношений работы [5] имеем
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где 
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 для собственного и идеального, 
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для изотропного силового поля. Здесь компоненты орта s представляются выражениями:
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− для собственного силового поля;
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− для идеального силового поля; 
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− для изотропного силового поля, где для краткости обозначено 
[image: image30.wmf]).
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Из соотношений (5) − (7) следует: 
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− для собственного силового поля;
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− для идеального силового поля, причём угол φ определяется равенством (8); 
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− для изотропного силового поля.

Величина 
[image: image36.wmf]y

для всех типов силовых полей может быть определена через параметр λ в силу уравнений (4) известным образом [6]. 

Из выражений (5)−(7) непосредственно следуют аналоги соотношений, существующих для пространства R3. В частности, для собственного силового поля имеем
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Аналогичным образом можно получить соотношения связи данного рода и для остальных типов силовых полей. 

Пусть G(Gj) − кинетический момент относительно полюса О гиростата с компонентами Gj = Aj(j + kj  ( j = 1, 2, 3). Полагая, что гиростат движется по инерции, выберем одну из осей главного координатного ортобазиса, связанного с носителем гиростата, сонаправленной вектору G. Тогда Gj = Gsj  ( j = 1, 2, 3), где 
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Обозначим
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Исключая особую точку 
[image: image46.wmf],
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из соотношений (11) в силу представлений (4)−(7) для различных типов силовых полей получаем следующие уравнения движения гиростата по инерции. 
Для собственного силового поля
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Для идеального силового поля 
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Для изотропного силового поля 


[image: image49.wmf].

)

(

)

(

1

)

(

,

)

(

)

(

)

(

,

)

(

cos

sin

)

(

3

2

3

2

1

2

2

1

m

N

A

K

G

N

GK

N

mG

+

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

=

+

-

=

·

-

·

·

j

J

s

j

j

J

s

j

j

l

j

j

j

J

s

J


(14)

Эти системы уравнений являются аналогами для пространства 
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 системы уравнений, полученной в случае движения гиростата по инерции в пространстве R3  [7]. 
Уравнения движения в формах (12)−(14) целесообразны при исследовании регулярных и квазирегулярных движений гиростата, происходящих по инерции. В частности, при осевой структурно-динамической симметрии вида
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из уравнений (12) − (14) непосредственно следует 
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Здесь и всюду далее нулевой верхний индекс относится к значениям величин в начальный момент времени t = t 0. Равенства (15) для 
[image: image55.wmf]j
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относятся к собственному, идеальному и изотропному силовым полям, соответственно. Эти соотношения определяют регулярную прецессию носителя гиростата. 
3. Квадратуры системы уравнений движения

В работе [4] получены дополнительные по Уиттекеру [8] алгебраические интегралы системы уравнений движения гиростата в однородном поле силы тяжести, находящемся в псевдоевклидовом пространстве 
[image: image56.wmf]1

3

R

. Каждый из этих интегралов относится к соответствующему случаю интегрируемости динамической системы. Эти случаи являются определенными гиростатическими аналогами (ГА), соответствующими классическим случаям интегрируемости системы уравнений Эйлера-Пуассона в евклидовом пространстве R3.
Ниже рассматриваются некоторые случаи интегрируемости в квадратурах динамической системы гиростата, движущегося в пространстве 
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. При этом случаи существования стационарных квадратур вида 
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3.1. Гиростатический аналог случая Л.Эйлера − Н.Жуковского 
Этот случай соответствует критериальному условию 
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в силу которого система уравнений (1), (2) имеет независимый дополнительный интеграл [4] 
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где 
[image: image61.wmf];
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ℓ = (1, − 1, 0) для собственного, идеального и изотропного силового поля, соответственно. 

Система, составленная из общих первых интегралов (3) и присоединенного к ним интеграла (16) является инволютивной, в силу чего динамическая система (1), (2) является вполне интегрируемой. Интегрирование этой системы в квадратурах для 
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 достигается при помощи процедуры, примененной в источнике [9].
Действительно, положим 
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где 
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 – некоторый промежуточный параметр, определяемый известным образом [9]. 
Обозначим 
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В силу интегралов I1 (3), (16) и соотношений (17), (18) из исходной динамической системы получаем квадратуру 
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где знак в правой части выбирается из условия t > t 0. 

Согласно выражениям (18) величина 
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а квадратура (19) содержит эллиптический интеграл первого рода. Обращение этого интеграла приводит к явной зависимости вида 
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то, согласно зависимостям (18), все компоненты ωj выражаются через действительные эллиптические функции времени. 
Выполним интегрирование системы уравнений (1), (2) при условиях 
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путем редуцирования данной системы. 

Обозначим 
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Представляя динамические уравнения системы (1), (2) в компонентах Gj, в силу уравнений этой системы при условиях (20) и обозначениях (21) имеем 
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Выражая из интегралов I1 (3), (16) величины 
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 и подставляя их значения в уравнение (22), получаем 
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где обозначено 
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Решение уравнения (23) имеет вид 
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где параметры 
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В равенстве (24) 
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− символ эллиптической функции Вейерштрасса с инвариантами [10]: 
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Здесь 
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 – какой-либо корень полинома 
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 степени n = 4, построенного по заданному полиному 
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Соотношение (24) справедливо, если полином 
[image: image106.wmf]4
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 имеет только простые корни [10]. Уравнение (23) является результатом редуцирования исходной системы и представляет собой аналог редуцированного уравнения в задаче о движении твердого тела по Эйлеру–Пуансо в пространстве R3 [11]. 
3.2. Гиростатический аналог случая Ж.Лагранжа −П.Харламова

Известно [4], что для системы (1), (2) при условиях 
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имеет место дополнительный первый интеграл 
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Проведем редуцирование системы уравнений (1), (2) при условиях (25). Полагая 
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 в силу уравнений данной системы имеем 


[image: image113.wmf])

(

)

(

)

(

2

2

2

1

1

2

2

2

1

z

l

s

s

z

z

-

+

+

+

+

=

·

·

a

w

w

b

w

w

,
(27)

где
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Согласно интегралам (3), (26) соотношение (27) при условиях (25) можно представить в виде 
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где обозначено 
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Уравнение (28) имеет первый интеграл 
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где           
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Полагая, что полином F3 не имеет кратных корней, из соотношения (29) получаем решение уравнения (28) 
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где 
[image: image124.wmf]Ã

 – символ эллиптической функции Вейерштрасса, заданной инвариантами 
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Имея зависимость (30), при помощи соотношений (8)–(10) и соответствующих интегралов можно получить остальные определяющие зависимости. 

Уравнение (28) является аналогом редуцированного уравнения в задаче о движении твердого тела по Лагранжу-Пуассону в пространстве R3 [11]. 
Исследование характера движения гиростата в пространстве 
[image: image127.wmf]1
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 для данного случая в собственном силовом поле проведено в работе [12]. В ней рассмотрены нутационное, прецессионное, регулярные и псевдорегулярные движения гиростата, а также случаи их вырождения. Для твердого тела в пространстве 
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аналогичная задача (случай собственного силового поля) рассмотрена в статье [5]. 
3.3. Гиростатический аналог случая Г.Гриоли − М.Гуляева

В работе [4] показано, что система уравнений (1), (2) при условиях 
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имеет линейный инвариант 
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существующий при движении гиростата в пространстве 
[image: image134.wmf]1
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Введем условие инвариантности 
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где  ℓ = (1, − 1, 0) для собственного, идеального и изотропного вектора, соответственно. Условие (33) необходимо выполняется при регулярных прецессиях в однородном параллельном поле силы тяжести пространства 
[image: image136.wmf].
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Зададим зависимости 
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 определяемые уравнениями системы (1), (2) при условиях (31), в виде 
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− постоянные, подлежащие определению. Тогда, в силу равенств (32), (33) и уравнений данной системы получаем 
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Зависимости (34) удовлетворяют соотношениям (32), (33) и представляют решение исходной системы уравнений при условиях (31) для случая собственного силового поля (при r1 < r3, ω < n). 
Для случая идеального силового поля пространства 
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 (при r3 < r1, n < ω) аналоги соотношений (34) имеют вид 
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Получив зависимости (34), (35), соотношения, определяющие величины s2, sj (j = 1, 3), можно найти из условий эквивалентности динамических систем [4] и, соответственно, из подсистемы, составленной из одного уравнения исходной системы и интеграла энергии I1 (3) при условиях  (31). 

Квадратуры для случая изотропного силового поля здесь не рассматриваются. 
3.4. Гиростатический аналог случая Д.Бобылёва−П.Харламова

Положим 
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и обозначим 
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Рассмотрим множество движений гиростата, определяемое системой уравнений (1), (2), на котором 
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Данная система уравнений при условиях (36) на выделенном множестве состояний (37) принимает вид 
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откуда
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Из соотношений (38), (39) следует ограничение 
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представимое в виде 
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Условие типа (40), характерное для данного гиростатического аналога, имеет место как в псевдоевклидовом [3], так и в евклидовом пространстве [13]. 
Из уравнений Пуассона (1) и системы (38) имеем 
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Система уравнений (41) имеет первый интеграл 
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где C − постоянная интегрирования, 
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Из соотношения (42) и геометрического интеграла I3 (3) следует зависимость 
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где полином 
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В силу первого уравнения (41) и зависимости (43) получаем 
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Обращение эллиптического интеграла в равенстве (44) приводит к явной зависимости вида s1(t), выраженной через эллиптическую функцию [14]. В результате, согласно соотношениям (38), (42), (43), устанавливаются явные зависимости вида 
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Таким образом, квадратуры системы уравнений (1), (2) для данного случая движения полностью установлены. 

4. Редукция уравнений движения гиростата
Р. Граммеля

Рассмотрим задачу редуцирования динамической системы гиростата, движущегося в режиме авторегулирования [15], к уравнению, являющемуся определяющим для одной из компонент ωj. В данном режиме динамическая система гиростата в пространстве 
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 имеет вид 
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где величины Wj определяются равенствами (2),    
[image: image179.wmf]const
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(j = 1, 2, 3) – заданные компоненты результирующего вектор-момента внешних сил. 

Система уравнений (45) в общем случае не имеет алгебраических первых интегралов. В силу этого возникает вопрос о редукции данной системы. Здесь, как и ранее, стационарные решения системы вида ω = const не рассматриваются.
Введем условия 
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и обозначим 
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Выражая из уравнения для  j = 3 системы (45) величину ω1 и подставляя ее выражение в остальные уравнения этой системы, при условиях (46) и обозначениях (47) получаем 
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В дальнейшем соотношение (48) принимаем за базовое относительно ω3  уравнение при редуцировании. Тогда равенство (49) можно рассматривать как уравнение, выражающее компоненту ω2 через 
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 Из уравнения (49) следует 
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где 
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а функции 
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 определяются равенствами (47). 

В силу соотношений (48)−(50) находим результирующее уравнение, являющееся определяющим для компоненты ω3 
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Равенство (51) является интегродифференциальным уравнением (ИДУ), определяющим компоненту ω3 (t) по заданным параметрам гиростата и внешнего силового фактора. 
Если зависимость вида ω3 (t) известна в силу ИДУ (51), то величины ω2 (t) ω1 (t) определяются согласно равенству (50) и, соответственно, 
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Для k1 = 0 соотношения (51), (52) упрощаются; при этом ИДУ (51) принимает вид 
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Частное решение ИДУ (51) при k3 = 0 можно искать в виде
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где c ≠ 0 – постоянная, подлежащая определению. 
Подставляя выражение (53) в данное ИДУ, получаем тождество по t, удовлетворяющееся при наложении четырех ограничений на выбор параметров 
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 При этом два из данных параметров остаются свободными. 

Решение вида (53) характеризует монотонное приближение к асимптотическому при t → +∞ равновесию на интервале 
0 < t 0 < t < +∞. 
Заключение 

Приведенные квадратуры динамической системы гиростата отражают свойства движения его носителя как твердого тела в пространстве 
[image: image198.wmf].
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 Например, квадратуры вида 
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 (j = 1, 2, 3) определяют в параметрической форме подвижный годограф вектора ω (t). В статье не ставилось целью нахождение всех квадратурных характеристик, относящихся к каждому гиростатическому аналогу. 
В некоторых случаях целесообразно пользоваться соотношениями, получаемыми путем обращения уравнений системы (4). В частности, такое обращение для собственного силового поля при 
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(54)

Здесь величины ωj (j = 1, 2, 3) могут быть известны как найденные квадратуры. Например, для ГА случая Г.Гриоли–М.Гуляева такими квадратурами являются соотношения (34). 

Аналогично равенствам (54) могут быть найдены однотипные соотношения связи для идеального и изотропного силовых полей.  
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